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Her soru 20 puandir. Yanlizca bes soruyu cevaplayin. Siire 90dk.

1. f(x,y) = x*+2xy fonksiyonunun herhangi bir (xo, yo) noktasinda tiiretilebilir oldugunu tiiretilebilirligin tanimin1
kullanarak gosterin.

Coziim: fy(xo, yo) = 2x0 + yo ve fy(xo, yo) = 2xo oldugunu kullanarak

A(h, k) = f(xo+ h, yo + k) — (X0, ¥0) — fx (X0, Yo) h — fy (X0, yo) k = h* +2hk

buluruz.
ACh, k)| 2 3\
\/ﬁﬁlh+2kl(h2+k2) <|h+2k|
[A(h,k)| _

yazarsak limj, x)—(0,0) N 0 oldugu cikar.

2. lim f(x,y)=Live lim g(x,y)=Lyxise lim  f(x,y)g(x,y) = L;L, oldugunu ispatlayin.
(x,y)— (x0,¥0) (%,y)=(x0,y0) (x,y)— (x0,y0)

Coziim: € > 0 verilsin. Limit tanimindan 0 < |(x, ) — (xo,y0)| < 0, ise |f(x, ¥) —L1| < m ve 0 <

|(x, ¥) — (X0, Yo) | <0, ise |g(x, y)— L2| < min {2(1+|L1|)’ 1} sartlarini saglayan 61, 6> > 0 sayilarinin var oldugunu
biliyoruz.

|f(x,)8(x,¥) = LiLa| = |(f (x, ) = L1 + L1)(8(x, y) — Lo + Ly)|
<|f(x,»)—L1||g(x, ) — Lo| + | Lol | f (x, ) = Ly | + | L11| g (x, y) — Lo|
< (L+ILaD | f(x, y) = Li| + IL11 |g(x, y) — Lo
€ | L] _€. €

<—+———€<-+-=¢€
2 2(0+1L1D) 2 2

sin@xy®) .. . :
3. ———— limitini varsa bulun ve sonucu ispatlayin.
(6,))—0,0) x?+2y?
Coziim:
sin(2xy?) 2xy? 2y?
2 2 | = |32 3| =1l 7| =1l
xc+2y xXc+2y +2y
Sonug sikistirma teoreminden cikar.
sin(x* +y%) . S| o
4, im Sy vy limitini ‘u - % <|sinu| < |ul, u # 0 esitsizligi yardimiyla bulun.
x,)— 0,0 X2+ y? :




Coziim: (x, y) = (0,0) noktasinin yeterince kiiciik bir U ¢ R? komsulugunu her (x, y) € Uicin 0 < x?> + y? <
7 olacak sekilde secelim. Yani her (x, y) € U i¢in [sin(x? + y?)| = sin(x* + y*) olur. Bu U komsulugundaki
her (x, y) # (0,0) icin

(x% +y?) sin(x? + y?)
6

s 22
+
sin(x“ + y°) <1

-

x2+y2 x2+y2

oldugundan sonug sikistirma teoreminden 1 bulunur.

5. f ve g her mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip olan iki fonksiyon olmak tizere z = f(x+ g(y)) ise zxzxy =

Zyzyxx denkleminin saglandigini gosterin.

Coziim: zy = f'(x+gW), zxy = f'(x+ (&' (), 2y = f(x+g)g'()), zxx = f"(x + g()) oldugundan
sonug cikar.

6. g fonksiyonu, tiirevi g’'(u) < 1, Yu € R sartini saglayan tek degiskenli bir fonksiyon ve 0 < b < a reel sayilar

olsun. x—az = g(y — bz) denkleminin herhangi bir (x,y) noktasinda z = f(x,y) seklinde tek bir sekilde
coziilebilecegini ve ¢oziimiin aaz + baz = 1 denklemini saglayacagini gosteriniz.

Coziim: F(x,y,z) = g(y — bz) —x+ az. a_ =-bg'(y—bz)+a>-bg'(y—bz)+b>-b+b =0 oldugun-
dan herhangi bir (x, y, z) i(;in 3z L (x,y,2) # 0 olur ve kapali fonksiyon teoremine gore denklem z = f(x, y)
seklinde tek olarak c¢oziilebilir.

0z —Fy _ 1 0z _—-F,  g'(y-bz
dx F, -bg'(y—bz)+a’ dy F, —bg'(y—bz)+a

oldugundan sonug cikar.

7. fx,y) = x2+y2, f(0,0) = 0 fonksiyonunun (0,0) noktasinda herhangi bir yondeki yonlii tiirevini (a) yonlii
tlirevin limit tanimini kullanarak (b) gradyan vektor metoduyla bulun.

Coziim: u = u;i+ upj bir birim vektdr, yani u? + u3 = 1 olsun.

. f(tuy, tup) — £(0,0) tuy 12 us uyus )
Dy, f(0,0) =lim =lim = =uus.
uf(0,0) 10 t =0 t(Puy + FPud) U+ us 12
(b) sikka.
. f(O+h,0) - f(0,0) . f(0,0+k)-f(0,0)
f:(0,0) = lim A =0, £,(0,0)=lim p =

ve Vf(0,0) =0i+0j=0,Vf(0,0)-u=0.

not. Iki sonucun farkl ¢ikmasinin sebebi, fonksiyonun (0,0) noktasinda tiiretilemez olmasi sebebiyle,
gradyan vektor metodunun sonu¢ vermemisidir. Yani dogru sonug (a) sikkindaki tanim kullanilarak elde
edilen sonugctur.




